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SOBRE UN TEOREMA DE CONVERGENCIA DE UN FILTRO
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El objeto de este pequeno articulo es proponer una generalizacion
de un teorema bien conocido del analisis. La generalizacion en un cierto
modo obvia perc de alglin interes y puede ser, de alguna aplicacion .
El teorema del cual partimos se encuentra en Bourbaki (1) y afirma:
TEOREMA 1
Sea X un espacio uniforme, S una base de filtro sobre X
y ~ un filtro sobre X mas fina que el filtro or de




d-) -:B sea una base de fil tro de Cauchy.
~) @5 conver ja hacia 0-. •
Ahora bien, examinemos separadamente varios hechos en el teorema
anterior.
1. Para la relacion de orden ~ definida sobre 13 pOl' la
relacion de inclusion ( A ~ B quiere decii A ~ B
entes propiedades.
se tiene las sigui-
(I) Si A, B EB , existe C E J3 tal que C ~ A Y C ~ B.
(II) 'HI tP y 1> ¢ J3
2. Del hecho de ser €S mas fi na que 'f se tiene:
(III) Para todo A E~ , existe B E:B tal que A n C I ~ para
todo C ~ B, C E B
Naturalmente ls propiedad (III) puede anunciarse de una manera
mucho mas f'uert e , en verdad, tal p ropos i cLon vale para todo B E 'J3
19
La enunciamos de esta manera pOI' motivos obvios mas adelante.
J. Porser:B una base de filtro de Cauchy y ~ la r'eLac i.on
de inclusion, podemos afirmar:
(IV) Si W es un entorno de la estructura uniforme de X ' existe
A ES tal que B X B s W para todo BEB tal que B ~ A.
Basandonos en estos hechos vamos en 10 que sigue a proponer una
generalizaoion del teorema 1.
Consideremos un espacio uniforme X y f3 un oonjunto de partes
de X ordenado pOI' una relaoion ~ ( no necesariamente la relacion de
inclusion) y tal que las propiedades (I) y (II) anteriores se verifi-
quen. Si A E'13 notaremos SA al con jun to \ B E 13 I B ~ A ~ Clara-
mente SA ~ S . Sea ahora Sf = {f ~Xlf2N~ ...para aLgiin A E'B}.
Obviamente 1F es un filtro sobre X. Sea ahora ~ un filtro de X
mas fino que ~ y tal que la propiedad (III) se satisfaga. Enunciemos
TEOREMA2
Para que e~ fil tro q: oonverja haoia un punto a EXes neoesario
y suficiente :
d!) ::B satisfaga (IV).
fl.')I @5 oonverja hacia a... •
DEMOSTRACION
Si ';f oonverge haoia a, tambien €5 POI' ser mas fino. Como'f' es
oonvergente, es un filtro de Cauohy. Si W es un entorno de X existe en-
t onc e s F E 'f tal que F X F s W ( Reoordemos que designando porVJeX)
el fil tro de entornos de X, la cond i c i on de Cauchy sobre 'f' es equi-
valente a 'fx if es mas fino que weX) ). Sea A E S tal que
B'isAB ~ F Es claro que B X B S; Wpara todo B Ef> tal que B ~ A.
Esto demuestra que (d') y ( ~') son neoesarios.
Demostremos ahora que las oondioiones son suficientes, es deoir
que· '1=' es mas fino que 'BCD..) (1)(0..) es el fil tro de las veoindades
de a en X suponiendo (d..') y (~'). Sea entonoes V EWeX) y wewOO
:I.
a imet r-Lc o y tal que WS; V. Sea GE~ tal que G ~ W(o.) • Consideremos
A, B E13 tales que M n G I ¢ para todo M ( A Y N X N c Wpara todo
N ~ B. A existe POI' razon de (III) y B pOI' razon de (~'). Sea C E j3
tal que C ~ A, C ~ B. Si D (. C se tiene D )( D l;. WY D n G I ~ . Sea
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xED n G y Y E D. Es claro que (x,y) e D X D Y (a,x) E II, entonces
'2-
(x,y) E W Y (a,x) € W, de esto (a,y) E W, 0 sea, (a,y) E V Y Y E veal.
En resumen D £ weal. Hemos demostrado entonces que UD ~ V(a) y con
D.S,
esto que JjCo..) es menos fino que t:' El teorema e s t a demostrado.
Notemos finalmente que la cond i c i cn de ser ~ mas fino que 'if
en el teorema 2, no asegura ahora que se cumpla la condicion (III) pu~s
los elementos de 13 no son necesariamente elementos de ~ • Esto ha
hecho enunciar la pr-opos i c i on III en la forma anterior.
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